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Optimizacion Monte Carlo

Objetivo:

Se desea un enfoque basado en simulacién para resolver el problema:
max h(6).
00

La diferencia con el enfoque numérico estd en el tratamiento de la funcién h,
en este caso desde el punto de vista probabilistico.




Exploracion estocastica

Si © es acotado (lo que puede ser conseguido mediante reparametrizacién), entonces
un primer enfoque es simular desde una uniforme sobre ©.

Es decir, considere uq,...,um ~ U(O), y usamos la aproximacidn:

hy, = max{h(u1),..., h(um)}.

Este método converge (cuando m — co) pero puede ser muy lento dado que no toma
en cuenta ninguna caracteristica especifica de h. Otras distribuciones en lugar de la
uniforme podrian ser mejores.

Observacion:

» Note que para funciones de verosimilitud costosas de evaluar, este método es
poco practico.

» Exploracién puede ser dificil cuando © no es convexo, en cuyo caso métodos
basados en simular una muestra 61, ..., 60,,, pueden ser (tiles.
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Exploracion estocastica

Ejemplo:
Considere la funcién:
h(z) = {cos(50x) + sin(20x)}?, 0<z <.

El méximo de h(z) es 3.832544. Mientras que usando 5000 puntos desde U(0, 1),

obtenemos
hy, = 3.832466,

que es una aproximacién muy buena para el maximo.
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Exploracion estocastica
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Exploracion estocastica

Suponga que h estd relacionado con una funcién de probabilidad. Por ejemplo, si h es
positivo y si

/ h(6) d 6 < 400,
S]
entonces el problema de maxgcg h(6) es equivalente a hallar las modas de la densidad

h.

En ocasiones es posible transformar h(6) en otra funcién H(#) tal que
(i) H es no negativay [ H < +oo.

(ii) las soluciones de maxg h(6) son aquellas que maximizan H(6) en ©.
La idea es escribir H(6) como
H(6) = exp(h(0)/T),

y se escoge T de manera de acelerar la convergencia o evitar maximos locales.




Meétodos gradiente estocasticos

Estos procedimientos producen una secuencia de soluciones {H(k)} que converge a una
solucién exacta del problema maxg h(0) digamos 8*. La secuencia es construida como

0+ = o) 4, VR(O™), 4, >0, (1)

donde Vh es el gradiente de h, mientras que la secuencia {73 }x>1 es escogida de
manera apropiada para asegurar la convergencia del algoritmo.

Cuando h es una funcién ruidosa el algoritmo anterior puede ser modificado mediante
perturbaciones estocdsticas y aun alcanzar convergencia.

(a) Suponga que la secuencia {~y},>1 satisface la condicién

co co
k=1 k=1

(b) Substituir el gradiente Vh por la diferencia, como

h(6 + Apzi) — h(8 — Az INCRYES
Vhi(0) ~ ™ kk)2>\k( ko) (2/\: k),

k

donde {A;}r>1 es una segunda secuencia como en (2) y z; es uniforme
distribuido sobre la esfera unitaria ||z|| = 1.
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Meétodos gradiente estocasticos

Esto lleva a la actualizacién:

o+ — gk 1 TE A((R) | N\ 20) zy..
2k
Aunque el método no sigue la direccién de bisqueda dada por el gradiente permite
poder escapar de éptimos locales.

La convergencia {8(%)} a la solucién depende de la eleccién de las secuencias {73} y
{Ak}. Se necesita la condicién (2), mientras que {\;} debe decrecer mas lentamente,
tal que la serie
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Meétodos gradiente estocasticos

Ejemplo:
Considere minimizar la funcién en R?
h(z,y) = (zsin(20y) + ysin(20z))? cosh(sin(10z)x)
+ (x cos(10y) — ysin(10z))? cosh(cos(20y)y), (z,y) € [-1,1]2,

cuyo minimo global es 0 en el punto (0,0). Esta funcién tiene muchos minimos
globales y es bastante desafiante para los algoritmos estandar de minimizacién.

Considere la siguiente tabla:!

Vi g 0K) (O T iter (K)
1/(10k) 1/(10k) | (-0.1660, 1.020) 1.28700 50
1/(100k) 1/(100k) | ( 0.2690, 0.786)  0.00013 93

1/(101log(1 + k)) 1/k ( 0.0004, 0.245)  4.2.10~° 58

LEstimacién inicial: (0.65,0.80)



Métodos gradiente estocasticos

Figure: Grafico de la funcién h(z,y).




Meétodos gradiente estocasticos

Tarea:

Implementar el algoritmo gradiente estocéstico con h(z,y) definida en el ejemplo
anterior, y considere los siguientes escenarios:

1.
1 - 1
= log(1+ k)’ k= log(1 + k)1/10
2.
B 1 - 1
"= 1001og(1 1 k)’ * = 1001og(1 + k)
3.
! N
’Yk_].-‘rk" k_(1+k)1/2
a.
1 N
'Yk—71+k7 k—7(1+k)1/10




Simulated Annealing

El procedimiento de simulated annealing construye una secuencia {O(k)} simulando
desde una densidad instrumental 7.

Una eleccidén estandar para 7 estd basado en la transformacién de Boltzman-Gibbs de
h,

7 (0) oc exp(h(0)/Tk),
donde {T}} es una secuencia decreciente de temperaturas.

Observacion:
Conforme T}, | 0 los valores simulados se concentran en un drea cercana la
maximo local de h.




Simulated Annealing

El siguiente algoritmo fue propuesto por Metropolis et al., (1953)? y esta relacionado
con el algoritmo Metropolis-Hastings

En efecto, para actualizar 0(F) 3 9(k+1) se debe generar una direccién & desde una
densidad simétrica g y el nuevo valor 0k+1) se construye como:

)

o(k+1) _ 0(k) + 8, con probabilidad p = min{exp(Ah/T}),1}
- B(k), con probabilidad 1 — p

donde Ah = h(8%) + §) — h(6(R).

2The Journal of Chemical Physics 21, 1087-1092.




Simulated Annealing

Es decir, el método propone una perturbacién simétrica del valor actual 0k + 5.

» Si la perturbacién incrementa h es decir, si
R(OF) + ) > n(0%),

el paso es automaticamente aceptado.

» Por otro lado, si
R(O%) + &) < h(6™)),

alin podemos aceptar una direccién candidata con probabilidad p > 0.

Observacion:
Permitiendo movimientos en los que h puede decrecer llevan a que el método de
simulated annealing tenga la habilidad de escapar de 6ptimos locales.

Obviamente el desempeifio del algoritmo depende de g y {T}}.3

3Una eleccién comin es T), = 1/ log(1 + k).
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Exploracion estocastica

Tarea:
Considere la funcién:
h(z) = {cos(50z) + sin(20z)}2, 0<z<l1.

Implementar el algoritmo Simulated Annealing (SA) considerando g como U(—¢, (),
T, =1/log(1+ k) y ¢ =Tk




