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Definicion

Simulacién: [Del lat. simulatio]

1. Accién de simular. 2. Alteracién aparente de la causa, la indole o el objeto
verdadero de un acto o contrato.
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Modelacién. El acto de imitar el comportamiento de alguna situacién o proceso por

medio de algo andlogo de forma adecuada.

Computacion. Técnica de representacion del mundo real usando una rutina compu-
tacional.
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Simulacién: [Del lat. simulatio]

1. Accién de simular. 2. Alteracién aparente de la causa, la indole o el objeto
verdadero de un acto o contrato.

Modelacién. El acto de imitar el comportamiento de alguna situacién o proceso por
medio de algo andlogo de forma adecuada.

Computacion. Técnica de representacion del mundo real usando una rutina compu-
tacional.

Simulacién Estocastica

Conjunto de herramientas (estadisticas) para generar muestras aleatorias por medio de
un computador con el fin de usarlas para obtener resultados aproximados.
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Aleatoriedad y Predictibilidad

» Un computador no puede generar digitos aleatorios.

» Nos contentaremos con:

reglas para obtener nimeros pseudo aleatorios, que parecen haber sido tomados
al azar desde una distribucién dada.

TOUR OF ACCOUNTING |§ il are
H NINE NINE «| vou THAT'S THE
OVER HERE H NINE NINE Hine PROBLEM
LE HAVE OUR H NINE NINE | THaTS WITH RAN-
RANDOM NUMBER |§ i| nanpomM? DOMNESS
s GENERATOR. \ H YOU CAN
a E £ L NEVER BE
) HE : b SURE
2 g — -
I
i il eS| | MR




Generador de digitos aleatorios

Definicion 1
Una coleccién de v.a. X71,..., X, es una muestra aleatoria si son independientes y
tienen la misma distribucién de probabilidad.




Generador de digitos aleatorios

Definicion 1
Una coleccién de v.a. X71,..., X, es una muestra aleatoria si son independientes y
tienen la misma distribucién de probabilidad.

Idea:

La clave de los métodos de simulacién es la produccién de niimeros (pseudo)alea-
torios. Esto es, un procedimiento que produce una coleccién
iid
U17U27"' ~ F.

La produccién de v.a. serd formalizada mediante definir un generador de digitos
pseudo-aleatorios (RNG).

RNG: U(0,1)

Cuando F £ U(0,1), el RNG se dice un generador de digitos aleatorios uniformes (en
el intervalo (0,1)).
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Generador de digitos aleatorios

Observacién:

Muchos lenguajes de programacién disponen de RNGs implementados (suelen no ser
recomendables).

Objetivo:

> Se desea una secuencia determinista de valores en (0, 1) que imite una secuencia
de v.a. 11D U(0,1).

» RNGs requieren de valores iniciales o semillas para iniciar una recursién.

Definicion 2 (RNG)

Un RNG es un algoritmo que partiendo de una semilla (o semillas) ug y una trans-
formacién D produce una secuencia

ui:Di(u0)7 i1=1,...,n,

de valores en (0, 1) tal que para todo n, la secuencia {u1,...,un} se comporta como_
una muestra desde U(0, 1).




Generador de digitos aleatorios

Observacion:
La validez del algoritmo
ui:D(ui71)7 i1=1,...,n,
depende de verificar que la secuencia ug, ..., un permite aceptar la hipdtesis,

Ho : Un, ..., Uy son iid U(0,1).

Observacion:

Es importante notar que en la practica las secuencias generadas toman valores sobre
el conjunto de enteros {0, 1,..., M}, donde M se escoge como el mayor entero que
se puede representar en el computador (en arq. de 32 bits, M = 23! —1).




Generador de digitos aleatorios

Observacion:
Una manera de caracterizar el desempefio de un algoritmo RNG es a través de su
periodo.

Definicién 3
El periodo Ty de un generador es el entero mas pequefio T tal que

Ui T = U, Vi.




Caracteristicas de un buen RNG

> Pasar test estadisticos (baterias de test Knuth-TAOCP, DIEHARD, TestUO01).
» Soporte tedrico.

» Reproducible.

» Rapido y eficiente.

> Periodo (extremadamente) grande.

» Muiltiples hebras.

» No producir 0 6 1.




Generadores congruenciales

Definicién 4
Sea M un entero positivo > 2, una secuencia {z1,x2,...} en {0,1,...,M — 1} se
dice generada por un método congruencial lineal (Lehmer, 1949) de pardmetros a y b

con semilla zq si
z; = (axi—1 +b) mod M,

para a,by xo enteros en {0,1,..., M — 1}.

a es llamado multiplicador, b incremento y M el médulo. Cuando b = 0 el RNG es
llamado congruencial multiplicativo.

Para obtener digitos en el intervalo (0,1) hacemos

u; = i=1,...,n.

i
M’
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Generadores congruenciales

Ejemplo
Considere la secuencia:
0,1,6,15,12,13,2,...

generada con un RNG congruencial. jCual es el proximo nimero entre 0 y 157

Mientras que la secuencia
1,12,1,12,1,12,1,...

también generada usando un RNG congruencial. Féacilmente intuimos que el préximo
nimero es 12.

Observacion:

Existe condiciones bastantes especificas para las cuales un RNG congruencial produce
secuencias de nimeros satisfactorias.




Generadores congruenciales

Previo

Dos nimeros son relativamente primos si ellos tienen a 1 como su divisor comdn.

Resultado 1

Si b # 0, el periodo del RNG congruencial z; = (az;—1 +b) mod M es igual a M
sélo si

(a) b es relativamente primo a M.
(b) @ —1 es un miiltiplo de todo primo que divide a M.

(c) a—1 es miltiplo de 4, si M es miiltiplo es multiplo de 4.

Resultado 2
Sea z; = (axj—1 +b) mod M conb=0y M > 2 es un ndmero primo. Entonces
(a) el periodo méximo es M — 1.

(b) el periodo maximo es alcanzado si a mod M # 0y a(M=1/4 mod M # 1
para todo divisor primo g de M — 1.




Generadores congruenciales

Resultado 3

Sea {x1,z2,...} una secuencia obtenida usando un generador con pardmetros a, by
M,Seak>1y

A:{(:ci,...,xiJrk,l)T:i:O,l,...,Mfk}.

Entonces, A estd contenido en una familia de a lo mas (lc!M)l/’C hiperplanos paralelos.

Ejemplo: RANDU

El pésimo y (infelizmente) muy usado generador RANDU es un RNG tipo Lehmer con
a=21643y M =231 es decir

x; = 655392;,_1 mod 231,

en cuyo caso tenemos que las tripletas (u;41,u;,u;—1) estdn en no mas que 15 planos
3
en R°.




Estructura de un RNG congruencial

Considere el generador congruencial
z; = 3x;—1 mod 31

usando como semilla xg = 9. Usamos los siguientes conmandos en R para simular 30
digitos.

> x <- rep(0,30)
> x[1] <- 9
> for (i in 2:30) x[i] = (3 * x[i-1]) %% 31

> x
[1] 9 27 19 26 16 17 20 29 25 13 8 24 10 30 28 22
[17] 4 12 5 15 14 11 2 6 18 23 7 21 1 3

>u <- x / 31
> mean (u)

[1]1 0.5

> var (u)

[1] 0.08064516

> plot(x[1:29], x[2:30])

Para Z ~ U(0, 1) tenemos E(Z) = 1 y var(Z) = 1/12 = 0.083.




Estructura de un RNG congruencial
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Estructura del RNG en

runif

0.8 1.0
1

0.6

xunif[2:1000]

0.2

Xunif[1:999]




Generadores congruenciales multiples

Definicién 5
Un generador recursivo miltiple (MRG) de orden k es un generador tal que el
conjunto de estados (z;_g11,-.-,2i) " € {0,1,..., M — 1}* y es definido como:

xz; = (a1xi—1 + asxi_2 - - + apr;—y) mod M,

parai=k,k+1,... y los multiplicadores {ai}’f estan en el conjunto {0,..., M — 1}.
La salida debe ser transformada como
z; .
U = M’L7 1=1, )T

El periodo méximo del generador es M* — 1 (bajo ciertas condiciones).

Observacion:

Para obtener algoritmos rapidos sélo unos pocos a;'s deberian ser no nulos.




Generador congruencial matricial

Observacidn:

MRGs son un caso particular de los generadores congruenciales matriciales, tal que

0 1 o 0 T
. Ti4+1
A= . s x; =
0 0 1 :
ar  Qg—1 - a1 Titk—1

Observacién:

La implementacién de este tipo de generadores matriciales debe ser muy cuidadosa
con el espacio de almacenamiento requerido.




Generador Wichman-Hill

Definicion 6
Wichman y Hill (1982) describen un RNG que es una combinacién de generadores
congruenciales

z; = 171xz;—1 mod 30269

y; = 172y;_1 mod 30307

z; = 170z;—1 mod 30323,

y estos son combinados como

g Yi K21
_ a1
i <30269 * 30307 30323> me

Observacion:
Este RNG requiere una semilla (zo, Y0, 20) y su periodo es

(30269 — 1)(30307 — 1)(30323 — 1)/4 ~ 6.95 - 1012,

Ademds, Zeisel (1986) mostré que el generador Wichman-Hill es equivalente a un
RNG congruencial con

a =16555425264690, M = 27817185604 309




Combinando generadores

» El periodo y aleatoriedad de un RNGs puede ser mejorado mediante combinar
mas de un generador.

» Algunos generadores de este tipo:
» Super-Duper (Reeds et al., 1982-4).
> Wichmann-Hill (1982).
» KISS - Keep It Simple, Stupid (Marsaglia and Zaman, 1993).

» MRG32ka (L'Ecuyer, 1999).




Generador KISS

Definicion 7 (Marsaglia y Zaman, 1993)

KISS esta basado en combinar un generador congruencial y dos LFSR, del siguiente
modo:

a) Un generador congruencial:

Wny1 = (69069wy, + 23606 797) mod 232

b) Dos generadores LFSR
Znt1 = (I +LY¥)(I + Rz, mod 23?
Ynt+1 = (I + L3I + R*¥®)y, mod 252

c) Los que son combinados como:

Znt1 = (Wnt1 + Tpt1 + yny1) mod 252,

El periodo de KISS es de orden 295 y ha sido probado exitosamente por los criterios

disponibles en Die Hard.




Generador KISS

La definicién del generador KISS estd basado en las siguientes matrices:

1 1 0 ... 0
o 1 1 ... 0

T, = | : N Tr=T],
11
0 ... 0 1

que, en efecto, estd relacionado con la operacién
T T T T
R(e1,...,ex) = (0,e1,...,e5-1) , L(ei,...,ex) = (e2,...,ex,0)

y ademds
T, =I+1L, Tr=I1+R.




Generador MRG32ka

Definicién 8 (L'Ecuyer, 1999)
Este generador es definido como:

a) Dos generadores recursivos:

z; = (1403580z;_2 — 810728z;_3) mod My
yi = (527612y;_1 — 1370589y;_3) mod M2

donde M; = 232 — 209 y My = 232 — 22853,

b) La salida es definida mediante la combinacién:

x; —y; + My

, T Sy
M +1 P S Y
zi =
Ti —Yq
s w> .
M+ 1 i Yi

El periodo del generador es aproximadamente 2191, MRG32ka supera todos los test
estadisticos conocidos (TestUO1: L'Ecuyer y Simard, 2007).




Métodos para generar variables no uniformes

» Sea F funcién de distribucién definida en Ry {X1, X2,...} v.a. IID desde F.

v

Se desea generar una realizacién {z1,xz2,. ..} desde {X1, X2,...}.

»> Suponga que tenemos una muestra {ui, u2, ...} generada desde U(0,1).

v

Los siguientes métodos permiten transformar {u1,us,...} en {z1,z2,...}.
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Métodos de Inversion

Definiciéon 9
Para F' funcién no decreciente, la inversa (generalizada) de F', denotada por F'~ estd

definida por:
F~ (u) = inf{x : F(z) > u}.

Lema
Si U ~ U(0, 1), entonces la variable aleatoria F'~ (U) tiene distribucién F. (

En efecto, basta notar que:

P(X <z) = P(F~(U) < a) = P(U < F(z)) = F().




Métodos de Inversion

Definicion 10
De este modo, para generar una v.a. X ~ F' es suficiente generar U ~ U(0,1) y hacer

la transformacién
z=F~ (u).

Ejemplo: X ~ Exp(1)

Suponga que X ~ Exp(1), es decir F'(z) =1 — e~ %. Entonces, resolviendo para z en:
u=1—e"7%

tenemos que x = —log(1 — u). Note ademds que U L1-u

Por tanto, para generar una observacién desde Exp(1), basta hacer u ~ U(0,1) y
luego tomar z = — log(u).

Observacion:
Para X ~ Exp(}), tenemos




Métodos de Inversion

Observacién:

Usualmente la evaluacién de F'~ es lenta y computacionalmente costosa, asi que otros
métodos son preferidos.

Ejemplo: X ~ N(0,1)
Si X ~ N(0,1) podriamos usar
X =o (), U ~ U(0,1).

Sin embargo, tanto ® como su inversa ®~! (usualmente) son aproximados usando la

funcién error
fa) = — / et gt
eri(r) = — e .
v Jo

que es evaluada usando fracciones continuas o expansiones en series.

Observacion:

Otra alternativa es resolver la ecuacién no lineal F'(z) — u = 0, usando métodos
iterativos.




Métodos de Inversion: Caso discreto

Si X es una v.a. discreta, y
e <L <y <@g <.

son los puntos de discontinuidad de F'. Entonces la transformacidén inversa es dada
por:
F~(u) =z;, donde F(z;—1) <u < F(x;).

El algoritmo se reduce a los siguientes pasos:

(a) Generar u desde U(0,1).

(b) Devolver z; donde F(z;—1) < u < F(x;).

LEsto requiere de un algoritmo de bisqueda
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Generando digitos por su definicion™

Este procedimiento es dtil cuando F' esta relacionado con una distribucién simple de
simular. Lamentablemente este método es bastante caso-especifico (no es recomen-
dable).

Ejemplo: basados en v.a. Exponenciales

Sabemos que es facil generar v.a. X ~ Exp(1). De este modo,

v
Y =23 X;~x3,, veEN,
j=1

a
Y =5 X;~Gama(a,$), a€N,B>0,
j=1
a
X
Yy = % ~ Beta(a,b), a,b€N,
Ek:l X
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Generando digitos por su definicion™

Ejemplo: Método de Box-Muller
Considere generar v.a. desde A/(0,1) y suponga que Ry 6 son las coordenadas
polares de (X1, X2). Entonces, dado que (X1, X2) es invariante por rotaciones
R? = X7+ X3 ~x*(2) £ Exp(})
0 ~ U(0,2m).

El algoritmo se puede escribir como:?

(a) Generar u; y uz v.a. iid desde U(0,1).
(b) Hacer

1 = v/ —2log(u1) cos(2muz)
z2 = /—2log(u1)sin(27us2).

2Usar una Transformacién inversa 2D




