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Método gradientes conjugados (GC) en regresion lineal

En el contexto de regresién lineal, considere:
¢(8) = 3lly — XB|* = 3(y - XB)" (y — XB).
El objetivo del procedimiento GC! es producir la secuencia:
B = ) 4 \ypy, k=0,1,.... (1)
El algortimo bdsico considera:

P;gk

A= —obIk g~ XT(y— XBW).
szTka
(En efecto, d4(8)/08 = —X T (Y — X 3)) y actualizamos la direccién de bisqueda
como:
g];r+1pk
Pi+1 = Grt1 + kP o =——=c=0c—-
+ + Pl X Xpy

IMclntosh (1982), Lecture Notes in Statistics 10.



Método gradientes conjugados (GC) en regresion lineal

Se ha sugerido usar:

oo XY
pl X" Xp,’
y actualizar
TyxT
ka Xgy,
Prt1 = Gr+1 + Okt1Pk, Opp1 = ——F—=0 -
+ + p. X Xp,

Para hacer el proceso mas simple es recomendable calcular
hry =X Xp,.

De este modo el requerimiento de almacenamiento del algoritmo es sélo 4p.
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Gradientes conjugados en regresion lineal

Algoritmo 1: Gradientes conjugados para regresion lineal.

Entrada : Datos X yy
Parametros: Tolerancia 7.
1 begin
Hacer 3=0,p=g=-X"y,5 =0y~ =g|?
while v > 7 do
Calcular h=X "Xpyu=p' X Xp=p'h
if £ # 1 then
§=—h"g/u
p=g+dp
A=-p'g/u
B=B+Ap
g=g+Xh
end
12 return B =3
13 end
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Alternativas a minimos cuadrados

» Soluciones regularizadas: Regresion ridge.

» Estimacién via IRLS:
» Modelos lineales generalizados.
» Estimacién L.
» Estimacién M.
| 4

Regresidn lineal considerando distribuciones con colas pesadas.




Colinealidad en regresion lineal

Considere el modelo de regresién lineal
y=XB+e
con X € R"%P, E(e) = 0y Cov(e) = %I ,.

Es bien conocido que cuando X es mal-condicionada, el sistema de ecuaciones
XTX8=X"Ty,

puede ser inestable (ver, Stewart, 1987 y Belsley, 1991).




Deteccion de colinealidad en regresién lineal

Considere la descomposicién valor singular (SVD) de X,

X=UDVT,
donde U € R™*" talque U'U = I, D = diag(dy,...,dr) condy > -+ >dr >0,
V € R"*" es matriz ortogonal y r = rg(X).

La deteccidén de colinealidad en el modelo lineal puede ser llevada a cabo por medio

del nimero condicién J
1

R(X) = IX(I1XF| = R

T

y k(X)) “grande” es indicador de colinealidad.




Numero condicion

Considere la matriz

A= 1.000 0.500 A1 — —666 1000
—\0.667 0.333)° T\ 1344  —2000) -
El nimero condicién se define como x(A) = ||A||||A™Y|| para || - || alguna norma

matricial.

Por ejemplo2,
r1(A) = [|A[1[|A ]|, = (1.667)(3000) = 5001
Koo(A) = ||Alloo || A7 loo = (1.500)(3344) = 5016

maxy.o || Azl|/||z|| ~1.333375

~0.000375

Amax

k2 (A) =

: = = 3555.778
mingo || Az|/[jz||

>\min

2lAl, = max|,|,=1 Az, [|Allz = Vp(AT A)



Cemento Portland (Woods, Steinour y Starke, 1932)

Estudio experimental relacionando la emisién de calor durante la produccién y
endurecimiento de 13 muestras de cementos Portland. Woods et al. (1932)
consideraron cuatro compuestos para los clinkers desde los que se produce el cemento.

La respuesta (Y') es la emisién de calor después de 180 dias de curado, medido en
calorias por gramo de cemento. Los regresores son los porcentajes de los cuatro
compuestos: aluminato tricdlcico (X1), silicato tricdlcico (X2), ferrito aluminato

tetracdlcico (X3) y silicato dicdlcico (X4).




Cemento Portland (Woods, Steinour y Starke, 1932)

Siguiendo a Woods et al. (1932) consideramos un modelo lineal sin intercepto
(modelo homogéneo). El niimero condicién escalado es x(X) = 9.432, esto es X es
bien condicionada. (variables centradas, x(X) = 37.106)

Por otro lado, Hald (1952), Gorman y Toman (1966) y Daniel y Wood (1980)
adoptaron un modelo con intercepto (modelo no homogéneo). En cuyo caso,
k(X)) = 249.578, sugiriendo la presencia de colinealidad.

El aumento en el ndmero condicién se debe a que existe una relacion lineal
aproximada, pues
x1 + x2 + x3 + x4 =~ 100.

de modo que incluir el intercepto causa una colinealidad severa.




Tratamiento de colinealidad en regresion lineal

El estimador ridge (Hoerl y Kennard, 1970)3,
By=(X"X+AD)"'XTy, A>o0.
puede ser visto como la solucién del problema regularizado:
. 2 Aig2
min [y — XB|I° — S 1817,
o bien como el problema minimos cuadrados con datos aumentados:
(8)=(An)oe (2)

En este contexto A es un pardmetro de regularizacién (pardmetro ridge).

3Technometrics 12, 55-67.




Tratamiento de colinealidad en regresion lineal

El mejor método para obtener BA es usar la descomposicién SVD
By =Vay,
con
z1d1/(d} + X)
ay = (D?>4+)\,)"'Dz = : ,
Zpdp /(d2 + N)
donde z = UTy. Un procedimiento recomendado para seleccionar el parametro ridge
es validacién cruzada generalizada (Golub, Heath y Wahba, 1979), definido como:
1 - XB,|2
n {tr(I, — H(\))}

con H\) = X(X "X 4+ AI,)" 1 X T y definimos edf = tr H()).




Tratamiento de colinealidad en regresion lineal

Es facil mostrar que:

p d?
— 2(p2 -1 _ J
tr H(\) = tr D2(D? 4 \I,)"! = z_: I
Jj=1 "7
Asi,
— D& |2
ceviy _ Iz = D&/
(1 — edf /n)2

Esto permite evaluar la funcién GCV(\) de forma simple. Para escoger un Aopt se ha
sugerido:

» Considerar una grilla de valores para .

» Optimizar GCV(X) usando un procedimiento de minimizacién unidimensional.




Cemento Portland

Resultados de estimacién:

Estimador Bo B1 B2 B3 Ba o?

LS (homogéneo) 2.193 1.153 0.759 0.486  4.047

LS (No homog.) 62.405 1.551 0.510 0.102 -0.144 3.682

Ridge, LW 17.189 2.016 0.976 0.578 0.313 3.874

Ridge, HKB 8.587 2.105 1.065 0.668 0.400 3.953

Ridge, GCV 0.085 2.165 1.159 0.738 0.489 4.055
Se utilizé

ke = ps?/||BLs||®> = 0.00767  (Hoerl, Kennard y Baldwin, 1975).
Aw = p32/||Xﬁ|_SH2 =0.00321 (Lawless y Wang, 1976).

Ademads, se considerd una grilla de valores para A = 0.00,0.01,0.02,...,10.00,
obteniendo Xopt =1.97.




Cemento Portland
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Seleccién del parametro ridge usando GCV, Agpe = 1.97.




Regresion Ly

4

Uno de los primeros procedimientos robustos en regresién® corresponde al problema:

n
min 3 _[Yi - /4|
=1

Minimo desvio absoluto (LAD) o regresién L puede ser planteado como un problema
de programacion lineal, considerando las partes positivas y negativas de los residuos,
et y e, respectivamente, y andlogamente para 81, 8.

Asi, el problema puede ser expresado como (Charnes, Cooper y Ferguson, 1955):
mﬁin 17 (et +e7),
sujetoa: Y = X(BT —B87) + (et —e™),

con B, B~, e, e~ deben ser todos > 0.

4Este método es, de hecho, anterior a LS!



Regresion Ly

4

Uno de los primeros procedimientos robustos en regresién® corresponde al problema:

n
min 3 _[Yi - /4|
=1

Minimo desvio absoluto (LAD) o regresién L puede ser planteado como un problema
de programacion lineal, considerando las partes positivas y negativas de los residuos,
et y e, respectivamente, y andlogamente para 81, 8.
Asi, el problema puede ser expresado como (Charnes, Cooper y Ferguson, 1955):
mﬁin 17 (et +e7),
sujetoa: Y = X(BT —B87) + (et —e™),
con B, B~, e, e~ deben ser todos > 0.

Observacién: Barrodale y Roberts (1973, 1974) presentan un algoritmo de propdsito
especial para resolver este problema modificando el método simplex y la estructura de
datos requerida.

4Este método es, de hecho, anterior a LS!



Llamadas telefénicas en Bélgica 1950-73 (Rousseeuw y Leroy, 1987)

200
1

calls

year

Ajustes: LS, normal contaminada (e = .15,y = .10), Student-t (v = 2.5), L;.




Regresion Ly

» Schlossmacher (1973) originalmente propuso calcular estimadores LAD usando
IRLS.

> Lange y Sinsheimer (1993) y Phillips (2002) identificaron que este procedimiento
IRLS corresponde a un algoritmo EM.

» Sin embargo, también ha sido reportado que este algoritmo puede ser incapaz de
detectar la observaciones basicas de manera eficiente.




Regresion lineal: funcion LAD de Llpack

Considere el modelo

Yi::c;rﬂ—&—(\/in)*lei, i=1,...

donde ¢ % N(0, ¢) y 75 tiene funcién de densidad

g(m:) = Ti_s exp(—%q‘z).

,n




Regresion lineal: funcion LAD de Llpack

Considere el modelo
Y; = B4 (V2r) e, i=1,...,n
donde ¢ % N(0, ¢) y 75 tiene funcién de densidad
g(m:) = Ti_s exp(—%q‘z).

El algoritmo EM procede a llevar a cabo la estimacién de B y ¢ iterativamente
mediante maximizar la funcién:

n

(y_ _7 _1 )y _ T g)2
Q16™)) = —J log ¢ %;w,. (Vi -2/ B)
n

_n _ Ly Tw® y _
3 los6 = 5 (¥~ XB) WM (v - xp)

donde W) = diag(W1<k)7 R W,(LM) y los pesos son dados por:
W = E@? (Y, 00) = oM /ValY; — 2] g0,

para |Y; — :c;.rﬁ(k)| > 0.




Algoritmo IRLS

Paso de coeficientes:

> Calcular ) =y — X80 y WR'? = diagw ¥ Wi
» Obtener 5(%) como solucién del problema WLS
min [W 82 () _ x 82
8
> Actualizar g6 = gk) 4 (k)

Paso de escala: 1
1/2
¢(k+1) — ;llw(k) ,,_(k+l)||2

Criterio de convergencia: basado en el criterio usado en la funcién glm.fit().




Detalles de la implementacion

/ /

Sea X, = w! ZX, Y. = w'’y y calcular la descomposicién QR de X .

(DGEQRF) X.=Q (1(?) ., Q€ O,y R RP*? triangular superior,

considere ¢ = QTY*, entonces

(DORMQR)  QTe. = Q@ W' (v — X8) = <c1 - Rﬂ) _ <7’1)

C2 T2
de este modo, § es solucién del sistema triangular
=71 = =cC1
(DTRTRS) RS RBFD ,

actualizar B*TH = g8 1§ (DAXPY) y ¢(**1) = ||r5]|2/n (DNRM2). Finalmente, note que

(DORMQR) ¥, = X,8%+D = q (Rﬁ(gﬂ)) ) <°01>
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