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Métodos iterativos

Considere resolver el sistema lineal
Ax =0,
donde A € R™"*™ y asumiremos que el sistema admite una solucién exacta .
A continuacién se describe:
» El método Jacobi.

» Método Gauss-Seidel.

» Método de gradientes conjugados.




Métodos iterativos

Para uniformizar la presentacién de todos los métodos, sea D, L y U las partes
diagonal, triangular inferior y triangular superior de la matriz A, respectivamentel.

Es decir D = diag(ai1,a22,-..,ann), mientras que
0 0 0 L. 0 0 a2 a1z ... A1n
a21 0 0 .. 0 0 0 a3 ... aon
L= |®1 a3 0 .. 0 U= :
: S : 0 0 ... 0 anin
an1 an?2 o An,n—1 0 0 0 N 0 0

LEvidentemente A = D + L +U.



Métodos iterativos

Un método iterativo para la solucién de sistemas lineales construye una secuencia
{(k)}, para k= 0,1, ..., que bajo ciertas condiciones converge a Z.

2(0) representa una estimacién inicial y la secuencia es construida como una regla del
tipo:
z**tD) = By ze®) y Cyb, k=0,1,..., (1)

donde By, C) € R**X",

Las diferentes elecciones de By, y C/; definen los distintos algoritmos.




Métodos iterativos

La condicién bdasica sobre By y C que asegura la convergencia del algoritmo es la

siguiente:
By +CrA=1.

En efecto, se debe tener que
T = B,z + Cb,
y dado que Z es solucién del sistema de ecuaciones Ax = b, tenemos
T = Brx + CLAZ
= (By + CrA)Z,

desde donde sigue el resultado.
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Métodos iterativos

Resultado 1

Una secuencia {&(*)} dada por (1) converge a la solucién del sistema Ax = b para
cualquier w(o), sélo si

lim BkBk—l i ~B0 =0

k—oco

En la practica se utiliza métodos iterativos estacionarios, es decir, tal que By = By
C'i, = C son constantes. De este modo, tenemos la siguiente regla:

2:t) = Ba®) 4 Cb, k=0,1,..., )

y la condicién de convergencia en el resultado anterior adopta una forma mds simple

Resultado 2

Una secuencia {&(*)} dada por (2) converge a la solucién del sistema Az = b para
cualquier (9, si y sélo si el radio espectral p(B) < 1, donde p(B) = max{\i,...,
An} con A1,..., A\ los valores propios de B2.

2Esta condicién es equivalente a || B|| < 1 para cualquier norma matricial.



Criterio de parada

Se suele declarar convergencia cuando algiin criterio preestablecido es satisfecho.

Especificamente, para un nivel de tolerancia 7, el proceso iterativo se detiene si

l2® ) —a® ) <r o r®TY W <o et <

donde () = Az(®) — b es el vector residual.

Ademads se suele incluir un nimero maximo aceptable de iteraciones.
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Método Jacobi

Suponga que A tiene elementos diagonales no cero. Entonces el sistema Az = b
puede ser escrito como
Dx+ (L+U)x=b,

y de este modo, tenemos que

=D —(L+U)x+b

Esto motiva el siguiente algoritmo:

D) = _p~Y(L+U)z®™ + D~ 'b, k=0,1,..., (3)

Observacion:

La condicién p(D~ (L 4+ U)) < 1 es satisfecha para una amplia clase de matrices
(por ejemplo, diagonal dominantes, simétricas y definidas positivas).




Método Gauss-Seidel

Andlogamente al método Jacobi, podemos reescribir el sistema Ax = b como
(L+ D)z +Ux =b,
es decir
x=(L+ D) -Ux+b)
Esto lleva al esquema iterativo:

2+t = (L+ D) 'Uz®™ + (L+ D) ', k=0,1,..., (4)

Observacion:

La condicién de convergencia p((L + D)~1U) < 1 es satisfecha para matrices
diagonal dominantes y definidas positivas.




Sobrerelajacion sucesiva

El método Gauss-Seidel puede ser inaceptablemente lento. El método de sobrerela-
jacién sucesiva (SOR) estd basado en la siguiente identidad

(D+wLl)x = —[wU + (w — 1)D]x + wb,
donde w > 0 es llamado factor de relajacién. Se puede mostrar que SOR converge

solamente para valores de w € (0,2) (ver Kahan, 1958).

De este modo, obtenemos:
2+t = (D + wL) " Y(w — 1)D — wU]z® + w(D + wL)~ b,
=M, z®) +d,, k=0,1,..., (5)

Observacién:

Una buena eleccién del parametro w? puede acelerar la convergencia del método*
(Young, 1954; Hadjidimos, 2000).

3wept = 2/(1 + p(B)), con B= —(L + D)~ 'U.
Un radio espectral menor, indica convergencia mds rapida




Método de gradientes conjugados

Resolver el sistema lineal Ax = b es equivalente a determinar el minimo de la funcién:

o(x) = %wTAa: —z'b.

En efecto, por hacer la derivada de ¢ igual a 0, vemos que el punto estacionario de ¢
ocurre en el punto  donde Ax = b.

» Este procedimiento asume que la matriz A es simétrica y definida positiva.

» En este caso, el (tinico) minimo de ¢ ocurre en & = A~ 'b y es dado por
—3bTA"
3 .




Método de gradientes conjugados

Resolver el sistema lineal Ax = b es equivalente a determinar el minimo de la funcién:
o(x) = %wTAa: —z'b.

En efecto, por hacer la derivada de ¢ igual a 0, vemos que el punto estacionario de ¢

ocurre en el punto  donde Ax = b.

» Este procedimiento asume que la matriz A es simétrica y definida positiva.
» En este caso, el (tinico) minimo de ¢ ocurre en & = A~ 'b y es dado por

1pT A—-1
~ibTA b,

El minimo puede ser encontrado de forma iterativa, usando el siguiente esquema:

D) — g0 L ARG 1 (6)

donde A(%) es un escalar (que representa un largo de paso), mientras que pF) es un

vector que indica la direccién de bilisqueda.




Método gradientes conjugados

Note que
de (@) = L(dz) " Az — (dz) "b = (dz) " (Az — b),
es decir,
0@ _ @)
o ’ o

es un residuo.

Definicion 1
Un conjunto de vectores {20, 21, ..., 21} se dicen conjugados® con respecto a la
matriz simétrica y definida positiva A si
TA o . .
z; Az; =0, Vi#3j.

Un conjunto de vectores satisfaciendo esta propiedad también son linealmente
independientes.

5también son dichos A-conjugados.
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Método gradientes conjugados

Ahora, note que
x®) = 20 ¢ )\(1)p(1) ot )\(kfl)p%*l)_

Escogiendo A(%) como

\ B Tp®
p*)T Ap(F)’
obtenemos que la direccién de bisqueda p(*) es A-conjugada con p(1), ... p(k—1),

> La secuencia {w(k>} definida por por el algoritmo gradiente conjugado (6)
converge a la solucién Z en a lo mds n pasos.

> El algoritmo puede ser implementado muy eficientemente y por tanto es una
opcién atractiva para problemas de gran tamafio.




Gradientes conjugados

Algoritmo 1: Gradientes conjugados.

Entrada : Estimacién inicial z(©)
Parametros: Tolerancia 7.
1 begin
2 k<« 0
3 Calcular 7;(’“) =b— Az® pk) = p(k) y (k) — ||p()|2
4 while v*) > 1 do
Nk — P pt)
s = poT Ap®
6 2+ = g(0) 4 A0 (k)
7 r#) = p— AgtD
B r(k:+1)Tp(h:)
I e v
9 plEt) = plktl) _ glR)p(k) y ~(B) — || (k)2
10 Hacer k < k+ 1y r) « pEt1) pk) o plk+1)
11 end
12 return & = 2
13 end
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Descomposicion QR

Antes de describir una variante para obtener la descomposicién ortogonal-triangular
(QR) de una matriz es conveniente revisar algunas propiedades fundamentales de las
matrices ortogonales:

> QQT=QTQ=1I
Qz,Qy)=2"Q Qy==z"y=(z,y).
Qx| = [|=||.

> Si B=Q" AQ, entonces A y B tienen los mismos valores propios para Q
matriz ortogonal.

v

v

Existen diversar variantes del algoritmo para implementar la descomposicién QR. A

continuacién veremos una basada en transformaciones Householder.
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Descomposicion QR

Problema 1
Para & € RP, x # 0, hallar una matriz ortogonal M € RP*P tal que

MTx = |z| e,

donde e; = (1,0,...,0)T denota el primer vector unidad.

Definicion 1 (Reflexién)

Sea u y v vectores ortonormales y @ vector generado por w y v. Entonces
T =ciu+ cov,

para escalares c1, c2. El vector
T = —ciu + cov,

el llamado una reflexién de  a través de la linea definida por el vector v (o u™).




Descomposicion QR

Definicién 2 (Transformacién Householder)
Sea & = c1u + cav, con u y v vectores generadores de x y considere la matriz
H=1I-)uu', A=2/u u.

Note que Hx = &, es decir H es un reflector.

La transformacién Householder satisface las siguientes propiedades:
» Hu = —u.
» Hwv = v para cualquier v ortogonal a u.
> H" = H.
>» H'=HT.




Descomposicion QR

Considere u = x + deq, donde 62 = =" x. Es facil notar que,

ulu=(x+de) (x+de1) =x x4+ 20z e1 + %] e1

=62 + 2611 + 6% = 2(6% + 6z1),

asi
2 1

T ul? T 8%+ a

Ademas,

ule = (z+ (5e1)T:1: —z'x+ éele =62+ 611.

De este modo, H satisface:!
Hae=(T - )uu z=x—\u'z)u
= — A%+ 6z1)(x + bey) =@ — @ — dey

= —(561.

INote que Hx puede ser obtenido usando un axpy.



Descomposicion QR

La descomposicién QR de una matriz A € R™*P (n > p), puede ser construida a

través de una secuencia de matrices Qq,...,Q, tales que
R
Q@a=(g).
donde todas Qq,...,Q, son ortogonales. De este modo,

o e (8)-0(8)

A continuacién se describe el algoritmo para obtener la descomposiciéon QR usando
transformaciones Householder.? Sea M (x) la matriz ortogonal desde el Problema 1

basada en un vector x.

20tro método popular para obtener la descomposicién QR es usando rotaciones Givens.



Descomposicion QR

Algoritmo 1: Descomposicién QR

Entrada: Matriz A € R"*P.
Salida : Factores Q y R, matrices ortogonal y triangular superior,
respectivamente.

1 begin

2 Hacer Q=1I,yR=A

3 fori=1to p do

4 @ = (Rui,...,Rp)"

I, 4 0
5 Qi = ( 0 M(:c))
/* M (x) obtenido usando reflexiones Householder  */

6 Q=Q,Q

7 R=Q,R

8 end

» | Q=q7

10 R = (R;;) parai,j=1,...,p.
11 end




Aplicacion en regresion lineal

Sea el modelo de regresién lineal:
Y = XB+e,

donde X € R"*P con rg(X) =py E(e) = 0 y Cov(e) = o?I. El estimador minimos
cuadrados (LS) de 3 es:

B=(XTX)"'XTY, cn Cov(B) =c*XTX)"L
Ademas,

1 ~
s°= ——|Y — XBJ°.
n—p

Adicionalmente, si € ~ Nn(O,UzI), entonces3

B~Np(B,0*(XTX)™h),

n— n)s2
L—§i~fm—m

3En cuyo caso, B corresponde al estimador ML de 3.



Aplicacion en regresion lineal

Las ecuaciones de estimacién para obtener ,3 son XT(Y — XB) =0, o bien
X'xB=X"Y. (1)
Asi, podemos resolver (1) usando la descomposicién Cholesky, de
X'x=U'"u,
con U matrix triangular superior. De este modo:
UTz=X"Y, y UB-=z,
2

considere

RSS=|Y -XB|’=Y'Y -2 2.

para obtener s

Invirtiendo U (in-place)*, podemos hacer

vlutT = (xTx)"L

4Haciendo U «+ U~ ', tenemos ()(TX)*1 =vuUu"



Aplicacion en regresion lineal

Considere
Z=(X,Y) e R"*@tD),

luego

T X'X X'Y
_ (p+1)x(p+1)
Z' Z = (YTX YTY) eR .

Aplicando el operador Sweep sobre las primeros p elementos diagonales de zZ7z,
obtenemos:

P
B = H Sweep(i)Z | Z
i=1

_ (xTx)! (XTxX)"'XTy
T\-YTX(XTX)! YY-YTX(XTX)'XTY

_(x™XxX)"' B
- BT RSS /|-




Aplicacion en regresion lineal

Considere la descomposicién QR (Ortogonal-Triangular) de X, como:
X = QR, R= (%1)

con Ry € RPXP matriz triangular superior (n > p). Si rg(X) = p, entonces R; es no
singular. Ademds, considere la transformacion:

Q'Y =c c=(cf,e]).

El estimador LS minimiza la funcién objetivo:
Y - X8I*=1QT(Y - XB)I° =11Q"Y - Q" QRB|?
= lle - RBII*,

Es facil notar que:
lle = RB|I* = ller — RiBI® + [lez”.




Aplicacion en regresion lineal

Finalmente, el estimador de minimos cuadrados 3 estd dado por la solucién del

sistema triangular:
Ri3=c.

El minimo de la funcién objetivo esta dado por ||c2||2. Note ademas que
1
~2 2
o” = — el
n
corresponde al estimador méaximo verosimil para 62.%> Por otro lado,

RI'RyT = (XTX)7,

permite obtener Cov(,@).

5bajo el supuesto de normalidad.



Aplicacion en regresion lineal

Considere la descomposicién valor singular (SVD) de X,
X =UDVT,

donde U € R"*? tal que U'U = I, D = diag(ds,...,dp) y V es matriz ortogonal
p X p. De este modo, podemos escribir el modelo:

Y=XB+e=UDa+e,
con o = VTB. Haciendo Z = UTY, tenemos el modelo en forma candnica:
Z = Do+ 8, §=UTe,

donde E(8) = 0y Cov(8) = 02U U = 02I,,.




Aplicacion en regresion lineal

El estimador LS de a en el modelo canénico es:

a=D"'z, = B=Va.
Ademas, ~ ~
|Y — XB|? =Y —-UDVB|* = ||Z — D&/

Finalmente,
(X"TX)'=wpD*v)"l=vD2vT,




