Fabian Ramirez B Youtube: Fabimath Fabian.ramirez@sansano.usm.cl

Ayudantia 3 - MAT023

Fabidan Ramirez / FabiMath

Problema 1

Calcule los siguientes limites

) sin(4 — zy)
a 1m —_———F
(z,)—(2,2) 16 — 292

zy+xrx—y—1

b) lim 5
(zy)—=(1,-1) 22 — 2 + 2 + y2 + 2y

ly|® sin(z?)

C
><z,y>a<o,o> |z 4+ y*

Problema 2

Sea A :=] —1,1{U{22 ¥n € N}. Determine:
a) El conjunto de los puntos de acumulacién de A

b) int(A) (interior de A)

d

)
)

¢) A (clausura de A)
) OA (frontera de A)
) S

e) Si A es abierto o cerrado.

Problema 3

Sea f(z,y) = 25 — 22 — y? determine:
a) El dominio maximal de f.

c

La forma de las curvas de nivel de f.

)
b) El recorrido de f.
)
d)

Un grafico aproximado de f.
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Solucién Problema 1:

a) Notemos que con el cambio de variable u = zy se tiene que cuando (z,y) — (2,2) se tiene que u — 4 entonces

(ea)o(22) 16— 222 wod 16 —u?
cos(4 — u)(—1)

sin(4 — xy) K sin(4 — )
—— =1

= lim

u—4 —2u Por regla de L’'hopital
e

(72) (4) Evaluando

0| =

b) Notemos que mediante los cambios de variable u =z — 1y v = y + 1 tenemos que cuando z — 1 y y — —1 entonces u — 0
y v — 0 por lo tanto el limite a calcular sera de la forma:

lm zy+z—y—1 e Al (u+w—=-1)+(u+1)—(v—-1)—-1
(@) —1,-1) 22 =22 +2+ 4924+ 2y  (uw)—00) (u+1)2—2(u+1)+2+ (v —1)24+2(v—1)
uv

B\ ) b R N
(u,v)an(0,0) u2 + v?

Ahora mediante el cambio de variable en coordenadas polares u = rcosf y v = rsinf (V0 € R | luego cuando (u,v) — (0,0)
se tiene que r — 0, finalmente:

4 uv 3 72 sin 6 cos 0
lim 5 5 = lim —
(u,v)—(0,0) U= + v r—=0 r28in” 0 + r2 cos2 0

r?sin § cos 6
m —
=0 72(sin” § + cos? 6)

72 sin 0 cos 0

= lim 5
r—0 T

= lim sin 6 cos 0
r—0

=sinfcosf VO eR

Luego como este limite es sinfcosf VO € R, tenemos una contradiccién con la dnicidad de limite. Por lo tanto, por
contradiccién concluimos que no existe limite.

¢) En primer lugar verificaremos los limites laterales para tener una idea de cual serfa el valor del limite. Entonces:

3 2 3 .
o lim (Hm ylsm(x)) o lyfPsing0) (

0 0 4] y=0 |0] +y2 e lim ( lim Iyl sin(z%) = lim 0P sin(a?)
y=0 \==0 [z +y v=0 (0] +y =0 \y—0 |z| + y* z—0 x| +0
= 1im 0 — |
y—0 =1limO0
z—0

Ahora nuestro candidato a limite (si es que existe) es 0 pues si el limite fuese a existir entonces debe ser igual a los limites

ly|* sin(2?)

laterales. Ahora por teorema de compresién, vamos a acotar a la funcién Hﬁ de tal manera de estimar que el limite
Ty
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es 0. Entonces:

ly|? sin(z?) ly|=?

|| + y4 ]zl +y?
< |ly*a?
e
< |lyl’=|

— 0 cuando (z,y) — (0,0)

Por lo tanto como la funcién en valor absoluto converge a 0, por teorema visto en clases tenemos que la funcién sin valor
absoluto converge a 0, por tanto por teorema de compresiéon podemos concluir que:

\ ly|? sin(z?)
im RN
(z,y)—(0,0) |z|+y

Solucion Problema 2:

a)

c)
d)

e)

Recordemos que = € A es punto de acumulacion si para todo abierto U C A tal que x € U se tiene que U N (A — {z}) # 0.
Notemos que todo x en | — 1, 1] es punto de acumulacién pues | — 1, 1] es un conjunto abierto. Notemos que {—1} es punto
de acumulacién pues si encerramos al valor —1 en un intervalo abierto este si o si va a intersectar con el conjunto A.
Anédlogamente tendremos que 1 es punto de acumulacién. Finalmente notemos que {H;LQ”,VTL € N} se puede escribir de la
forma {% + 2,V¥n € N}. Notemos que {2} es punto de acumulacién pues siempre lo podemos encerrar con un abierto que
intersecta con A gracias a que siempre va a existir un ng tal que {2} N {2 + 513} # (). Finalmente tenemos que el conjunto

de los puntos de acumulacién denotado por A’ := [—1,1] U {2}.

Recordemos que un punto z pertenece al interior de A si existe un abierto B en la topologia tal que x € B C A. Entonces
notemos que | — 1, 1[C int(A) pues |-1,1] es abierto. Notemos ademds que no existe ningin abierto que contenga a algun
elemento del conjunto {122 vn € N}. Por lo tanto int(A) =] — 1, 1[.

Recordemos que A = AU A’ por tanto A = [-1,1] U {%,Vn eN}U2

Recordemos que 0A = A — int(A) entonces 94 = {—1,1,2} U {1122 'vn € N}.

n

A no es abierto pues int(A) # Ay A no es cerrado pues A # A.
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Solucién Problema 3:
a) Notemos que no existe un vector en R? tal que f se indefina. Por tanto el dominio maximal de f es R?

b) Sea z = f(z,y) entonces:

z2=25—2% -y = 2—25 = —(22 +¢?)
= 2—25<0
=¥ <25

Por lo tanto f(x,y) € (—o0,25] es decir Rec(f) = (—o0, 25]
¢) Sea C € (—o0,25] una constante en el recorrido de f entonces:
Gl 25 24T i = NSO
=7 N N
Por lo tanto las curvas de nivel de f son circunferencias de radio v/25 — C.

d) El gréfico es de la siguiente forma:
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Resumen Certamen 1

FabiMath

Los siguientes resultados pueden 1tiles para el estudio personal.

1.
2.

Técnica para calcular limites en varias variables

Para calcular un limite en varias variables puedes seguir los siguientes pasos.

Proponer un cambio de variable y calcular un limite en menos cantidad de variables.

Si no funciona lo anterior, puedes proponer otro cambio de variable que facilite el calculo del
limite, como por ejemplo el cambio de variable a coordenadas polares.

. Si no funciona lo anterior, puedes calcular los limites iterados para tener una idea de cual es

el valor del limite SI ES QUE EXISTE!, luego que obtengas el valor procede a utilizar el
teorema de compresion para demostrar que el limite existe.

Si no funciona lo anterior pues no puedes acotar la desigualdad, entonces es probable que el
limite no exista. Para demostrar la no existencia de un limite puedes utilizar alguna trayectoria.
En particular suele ser conveniente usar una trayectoria de la forma (¢,¢™) para algin n € R
por determinar.

Topologia

. Sea X un conjunto, diremos que 7 es una topologia sobre X si:

a) X, €T
b) La unién finita e infinita de elementos de 7 esta en 7.

¢) La interseccién finita de elementos de 7 esta en 7 A los elementos de 7 los llamaremos
abiertos

. Si A es un abierto entonces A€ es un cerrado.

Llamaremos puntos de adherencia de X a aquellos elementos que no pertenecen a X pero
pueden aproximarse por una sucesién de elementos de X. Al conjunto de todos estos puntos
se le llamara clausura de X y se denota por X.

Llamaremos interior de X al conjunto de puntos para los cuales existe un abierto que contiene
a dicho punto y el abierto esta completamente contenido en X.
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